CAPITULO 8

REGRA DA CADEIA
(UM CASO PARTICULAR)

8.1 Introducao

Em Célculo 1A, aprendemos que, para derivar a funcao h(z) = (2% — 3z + 2)*", 0 mais
sensato é fazer uso da regra da cadeia. A regra da cadeia que é uma das mais impor-
tantes regras de derivagao e nos ensina a calcular a derivada de fungoes compostas,
como ¢é o caso da funcao h apresentada anteriormente. De fato, podemos escrever que

onde

Nesta aula, vamos enunciar uma pequena extensao da regra da cadeia estudada em
Calculo 1A. Esta extensao trata-se do caso em que f é uma funcao escalar de varias
variaveis e g é uma fungao vetorial de uma variavel real. Mais tarde, ao estudarmos as
funcoes vetoriais de varias variaveis, veremos que esta pequena extensao da regra da
cadeia nada mais é do que um caso particular da regra da cadeia para fungoes vetoriais
de varias variaveis.

A seguir, vamos recordar o enunciado da regra da cadeia para fungoes da reta na reta.

TEOREMA 8.1.1: (Regra da Cadeia - Fungoes da Reta na Reta - Lembranca
de Célculo 1A) Considere as fungoes f: Dom(f) CR — R e g: Dom(g) CR — R.
Suponha que f é diferenciavel no intervalo aberto J C Dom(f) C R e que a fungao
g ¢ diferencidvel no intervalo aberto I C Dom(g). Além disso, suponha que g(t) € J,
para todo t € I C Dom(g). Nestas condigoes, a funcao f o g é diferencidvel em I e

(fog) )= f(g)d(t), tel.
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Um exemplo simples em que desejamos derivar a composta de uma funcao escalar de
varias variaveis com uma fungao vetorial de uma varidvel real, trata-se de quando quere-
mos avaliar o comportamento de uma funcao f : R? — R ao longo de uma determinada
curva C' contida no plano. De fato, se C for parametrizada por g(t) = (z(t),y(t)), t € R
estamos de fato interessados em estudar o comportamento da composta f o g, que é
dada por f(g(t)) = f(z(t),y(t)), t € R. Em um exemplo real, f poderia fornecer a
temperatura em pontos do plano e C' representar um caminho ao longo do qual gos-
tarfamos de avaliar o comportamento da temperatura. Vamos portanto aprender a
regra da cadeia para este caso particular de funcoes compostas.

8.2 Um Caso Particular da Regra da Cadeia

TEOREMA 8.2.1: (Regra da Cadeia - Para a composta de uma funcao
escalar de viarias varidveis com uma fungao vetorial de uma varidvel real)
Considere as fungoes f : Dom(f) C R» — R e g : Dom(g) C R — RP. Suponha
que f é diferencidvel no aberto A C Dom(f) C RP e que a funcao g é diferencidvel
no intervalo aberto I C Dom(g) C R. Além disso, suponha que ¢(t) € A, para todo
t € I C Dom(g). Nestas condigoes, a funcao f o g é diferenciavel em I e

(fog)(t)=V[(g(t) g'(t), tel,

onde (-) é o produto escalar e g'(t) é o vetor derivada de g em t.

Para ilustrar, considere as fungoes diferenciaveis f e g dadas abaixo, dadas por

f:Dom(f)CRF — R
X = (21,22,....,xp) —  f(X)= fla1,29,...,7p)

g:Dom(g) CR — RP
t = g(t) = (91(8), 92(1), -, 9p(1))

onde f é diferencidvel no aberto A C Dom(f) C RP, g é diferencidvel no intervalo
aberto I C Dom(g) C R e g(t) € A, para todo t € I C Dom(g).

Neste caso, a composta f o g é a funcao real de uma variavel real dada por

fog:ICR — R

t = fog(t) = f(gi(t), 92(t), ... gp(1))
Além disto,
VIiX)= ( g—i(X), g—i(X), g—i(){) ) . XeA

7't =(9t), gl), ... gt)).tel
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Desta forma, pela regra da cadeia para este caso particular, dada no Teorema 8.2.1,
temos que f o g é diferencidvel para todo t € I é (f o g)" é dada por

(feg)®) = Vf(g(®)-g'(t)

~ (20 L) o G ) (40, 40, -
of of of

= 52, )N ) + 5 - (g(t)ga(t) + .. + T%(g(t))g;(t), tel.

Fazendo agora p = 2, temos que

f:Dom(f)CR* — R
X=(zy = fX)=Fflzy

g:Dom(g) CR — R
¢ = g(t) = (z(t),y(t) ’

onde f ¢ diferencidvel no aberto A C Dom(f) C R?, g é diferencidvel no intervalo
aberto I C Dom(g) CR e g(t) € A, para todo t € I C Dom(g),

(fog)(t) = flg(t)) = f(x(t), y(1)),

ren = ( Ghen. San ) o ea

(Foa)(t) = VHa)-5'(0) = VFa).ue) - (). ) )=
= (G0 Few.uo) ) (20, vo)

- g_i(w(t),y(t))x’(t)+a_y(x(t),y(t))y’(t)y tel (2)

Observagao 8.2.1: Para facilitar a memorizacao, podemos expressar em palavras o
resultado obtido em (2) como:

(f o g)(ty)= “derivada parcial de f com respeito a sua primeira varidvel (avaliada
em ¢(t)) VEZES a derivada da funcdo que ocupa a posi¢ao da primeira variavel MAIS
derivada parcial de f com respeito a sua segunda variavel (avaliada em ¢(t)) VEZES
a derivada da funcao que ocupa a posicao da segunda variavel.”

2 .2
Ty , (r,y) e R? e g(t) = (t,2t), t € R. Consi-

Exemplo 8.2.1: Sejam f(z,y) =
dere a composta h(t) = f(g(t)).

a) Determine h(t).
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b) Calcule //(t) diretamente da fun¢ao h encontrada no item (a) e verifique que de
fato h'(t) = V f(g(t)) - ' (1)

¢) Mostre que h(t) é a imagem da fungao f dos pontos pertencentes a reta y = 2z,
x € R.

d) Esboce a curva C, imagem da funcao 5(t) = (¢,2t, h(t)), t € R.

e) Determine a equacao da reta tangente a curva C' no ponto (1,2, 1).

Solucao:
a) Como h(t) = f(g(t)), temos que

2442

2.
5

ht) = f(t,2t) =

b) Calculando A/(t) a partir da fun¢ao encontrada no item (a), temos que

n'(t) = 2t

l’2+2

5

Vamos agora verificar que b/ (t) = Vf(g(t))-g'(t). Como f(x,y) = , temos que

2v 2y
\Y == ,=
fz,y) (5 ,5),
de modo que

Vo) = v flap) - (252 20) - (2. F).

5 75

Além disso, como g(t) = (t,2t), temos que §'(t) = (1 ,2), de modo que é facil verificar
que

W) = Vi) g'(t)
2t 4t

2t 4t 10t
= T 42— = =2
505 T 5

¢) Vamos chamar de Im;(f) o conjunto imagem de f dos pontos pertencentes a reta
y =2z, x € R. Isto é,

Imy(f) =A{f(z,y) € Rly =22,z € R}.
Sabemos que a reta y = 2z, x € R, na forma paramétrica, pode ser escrita por
(r,y) = (t,2t), t € R,
Ou seja,

[ = {(z,y) eR*|y=2z,2 € R}
= {(t,2t) e R*|t € R}
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Sendo assim, segue que

Imy(f) = {f(t,2t) eR|teR}
= {h(t) eR|t e R}
= Im(h),

uma vez que h(t) = f(g(t)) = f(¢,2t), t € R. Temos, portanto, que h(t), t € R, é a
imagem da funcao f dos pontos pertencentes a reta y = 2z, v € R.

d) Pelo item anterior, temos que a curva C' é a curva contida no grafico da fungao f dada
pela intersecao do grafico da fungao f com o plano y = 2x, uma vez que a coordenada
z de um ponto arbitréario (z,y, z) € C' é a imagem de f do ponto (z,y) que pertencente
a reta y = 2z. De fato, a curva C, parametrizada pela funcao G(t) = (¢,2t, f(¢,2t)),
teR, étal quey =2z, 2 €R, ez= f(t,2t) e, lembrando que

Gr(f) = {(z,y, f(z,y) € R*|(z,y) € R},

temos que B(t) = (¢,2t, f(t,2t)) € Gr(f), t € R. Além disso, conforme observado, um
ponto (z,y,z) em C, i.e. é tal que z(t) =t e x(t) = t, para algum t € R, de modo que
y = 2z, x € R, o que significa que §(t) = (t,2t, f(t,2t)) pertecence ao plano y = 2x
para todo ¢t € R. Sendo assim, 3(t), pertence & intersegdo do plano y = 2z com o
grafico f, para todo t € R. Por outro lado, o conjunto de pontos da intersecao do
plano y = 2x com o grafico f é escrito como

{(z,y, f(z,y)) € R?| (z,y) € R2}N{(t,2t,2) e R*|t € R,z € R}
= {(t,2t, f(t,2t)) e R* |t € R}
= {B(t) e R®|t € R}.

Com isto, temos que C' é a curva contida no grafico da funcao f dada pela intersegao
do grafico da funcao f com o plano y = 2z, esbocada abaixo.

e) Observe que o ponto (1,2,1) corresponde a ty = 1, pois [(tg) = (to, 2to, h(ty)) =
(1,2,1) se e s6 se tyg = 1. Desta forma, temos que a equagao da reta tangente a curva
C' no ponto (1) é dada por

(z,y,2) = B(1) + A3 (1), € R.

Observe que 3 (t) = (1,2, 1'(t)) = (1,2,2t), de modo que 3 (1) = (1,2, 1/(1)) =
(1,2,2). Sendo assim, a equagdo da reta tangente a curva C' no ponto (1) = (1,2,1)
¢ dada por

(x,y,2) = (1,2,1) + \(1,2,2), A € R.
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Exemplo 8.2.2: Sejam f(z,y) = ™ e y(t) = (cost, sent). Considere a composta
h(t) = f(7(1)).
a) Determine h(t).

b) Calcule I/(t) diretamente da fun¢ao h encontrada no item (a) e verifique que de

fato b'(t) = Vf(7(t)) - 7'(t).

c¢) Mostre que h(t) é a imagem da funcao f dos pontos pertencentes a circunferéncia
2, .2
- +y =1

d) Conhecendo o grafico de f, como vocé faria para esbocar a imagem da funcao
B(t) = (cost, sent,h(t)), t € R.

Solugao:
a) Como h(t) = f(v(t)), temos que

h(t) = f(cost, sent) = et

b) Calculando A/(t) a partir da fun¢ao encontrada no item (a), temos que
R(t) = e“stsnt( sen?t + cos®t).

Vamos verificar agora que h'(t) = Vf(y(t)) -7 '(t). Como f(x,y) = e e y(t) =
(cost, sent), temos que V f(y(t)) = ( sent et st " cogt et snt) e ¥'(t) = (— sent ,cost).
Desta forma, segue

W(t) = V() -7(1)

= (senteCOStsent ,cost e

ecostsent( sen?t + cos?t).

cost sent) . (_ sent , COSt)

¢) Vamos chamar de I'mgi.(f) o conjunto imagem de f dos pontos pertencentes a
circunferéncia 2 + y? = 1, (z,y) € R Isto é,

Im.(f) = {f(z,y) € R|2* +y* =1, (z,y) € R*}.

Sabemos que a circunferéncia z* + y? = 1, (z,y) € R? pode, na forma paramétrica,
ser escrita como

(z,y) = (cost, sent), teR.
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Ou seja,

Circ = {(z,y) eR*[2” +y* =1, (z,y) € R}
{(cost, sent) € R?*|t € R}

Sendo assim, segue que

Imeie = {f(cost, sent) € R*|t € R}
= {h(t) eR|t e R}
— Im(h),

uma vez que h(t) = f(g(t)) = f(cost, sent), t € R. Temos, portanto, que h(t),t € R, é
a imagem da fungao f dos pontos pertencentes a circunferéncia 22 +y* = 1, (z,y) € R

d) Pelo item anterior, temos que a curva C' é a curva contida no gréafico da fungao f
dada pela intersecao do grafico da funcdo f com o cilindro 2% + y? = 1, uma vez que
a coordenada z de um ponto arbitréario (z,y,z) € C' é a imagem de f do ponto (x,y)
que pertencente a circunferéncia 2 4+ y? = 1. De fato, a curva C, parametrizada pela
fungao B(t) = (cost, sent, f(cost, sent)), t € R, é tal que z*> + y* = 1, (z,y) € R?
(z(t)* + y(t)? = cos®t + sen?t +1), e z = f(cost, sent) e, lembrando que

Gr(f) = {(z,y, f(z,y) €R?|(z,y) € R},

temos que B(t) = (cost, sent, f(cost, sent)) € Gr(f), t € R. Além disso, conforme
observado, um ponto (z,y,2) em C, i.e. é tal que z(t) = cost e x(t) = sent, para
algum ¢t € R, de modo que z* + y*> = 1, (z,y) € R? o que significa que B(t) =
(cost, sent, f(cost, sent)) pertecence ao plano y = 2x, para todo t € R. Sendo assim,
B(t), pertence & intersecao do cilindro x2 + y? = 1 com o grafico f, para todo t € R.
Por outro lado, o conjunto de pontos da intersecao do cilindro 22 +y? = 1 com o gréfico
f é escrito como

{(z,y, f(z,y)) € R*| (z,y) € R*} N {(cost, sent,z) € R*|t € R,z € R}
= {(cost, sent, f(cost, sent)) € R*|t € R}
{8(t) € R*|¢ € R},

Com isto, temos que C' é a curva contida no grafico da fungao f dada pela intersecao
do gréfico da funcao f com o cilindro 2% 4+ y? = 1, esbocada abaixo.
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Exemplo 8.2.3: Seja z(u) = f(e ", u?), onde f é uma fungdo diferencidvel. Expresse
z" em funcao das derivadas parciais de f.

Solucgao:

Opgao 1: Vamos introduzir a funcio vetorial g(u) = (e7%,u?), de modo que z(u) =
flg(u)) = f(e7, u?). Observe que f ¢ diferencidvel, por hipétese, e que a fungao veto-
rial ¢ também diferenciavel, uma vez que suas func¢oes coordenadas sao diferenciaveis.
Desta forma, podemos aplicar a regra da cadeia. Portanto, temos que

d(u) = Vfg(u)) g'(u).
Vamos supor que f é fungao das varidveis = e y. Sendo assim, como Vf(z,y) =

Vi) = Vi) = ( Sy Shean ).

Além disso, como g(u) = (e7*,u?), segue que
gl = (= 2u),
de modo que,
Z(u) = V(g)-g'(u)
- (e Ly ) (e )

= —e " g—i(e_“, u?) + 2u g—;(e_“,zf).
Opcao 2:
Aplicando diretamente o resultado obtido em (3), temos que
Y = Ghe ey + e )y
—u OF w2 Of ( —u 2
e 895(6 L u°) + 2u 8y(e ,u”)

Exemplo 8.2.4: Seja h(t) = f(e, sen t), onde f é uma fungao de classe C'.

a) Expresse h'(t) em funcdo das derivadas parciais de f.

b) Calcule 2'(0) supondo que (3_?];(1’ 0) =5.
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Solucgao:

a) Opgao 1: Vamos introduzir a funcdo vetorial g(t) = (e, sent), de modo que

h(t) = f(g(t)) = f(e, sent). Como f é uma funcio de classe C', temos que f
é diferenciavel. Além disso, a funcao vetorial g também diferenciavel, uma vez que
suas funcoes coordenadas sao diferenciaveis. Desta forma, podemos aplicar a regra da
cadeia. Portanto, temos que

W(t) = Vfgt) g'(t).
Vamos supor que f é funcdo das varidveis z e y. Sendo assim, como f'(z,y) =

( %(m,y) , g—;};(x,y) ) , temos que

Vi(g(t)) =Vf(e, sent) = ( g—£(€t2, sent) g—]yc(et2, sent) ) :

t2
, sent), segue que

Além disso, como ¢(t) = (e
g't)=(2te” , cost),
de modo que,

W(t) = Vi) -g'(t)

— of t2 of t2 t2
— ( 83:(6 , sent) | ay(e , sent) ( 2t et | cost)
= 2e” %(etQ, sent) + cost g—g(etQ, sent).

a) Opgao 2:

Aplicando diretamente o resultado obtido em (2), temos que

B'(t) = g—£(6t2, sent)(e”’) + g—‘;j(et2, sent)( sent)’
t? ﬁ

0
2t e 3 (e, sent) + cost —f(etz, sent).
T

dy

b) Fazendo ¢ = 0 na equagao de h'(t) encontrada acima, temos que

W) = 2—5@0)(1»

0
Desta forma, supondo que 8_f(1’ 0) = 5, temos que
Yy

M) = 5.
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Exemplo 8.2.5: Seja h(t) = f(u(t?),v(e')), onde f, u e v sdo fungoes de classe C'.
Expresse h/(t) em termos de v/, v e das derivadas parciais de f.

Solucgao:

a) Opgao 1: Vamos introduzir a fungio vetorial g(t) = (u(t?),v(e')), de modo que
h(t) = f(g(t)) = f(u(t?*),v(e")). Como f, u e v sao fungoes de classe C'!, temos que f,
u e v sao fungoes diferenciaveis. Além disso, a funcao vetorial g também diferenciavel,
uma vez que suas funcoes coordenadas sao diferenciaveis, pois ambas sao compostas
de fungoes diferencidveis. Desta forma, podemos aplicar a regra da cadeia. Portanto,
temos que

W(t) = Vf(gt)-g'()

Vamos supor que f é fungdo das varidveis u e v. Sendo assim, como V f(u,v) =

( %(u,v) , %(u,p) ) , temos que

Vta(0) = V10, = ( D) o) Do) )

Além disso, como g(t) = (u(t?),v(e?)), segue que
g't)y=(2tu(t?) , () ),

de modo que,

— (Lo L, e ) (20 e vie)
= 2t u/(t?) %(u(z@),v(et)) + €' (") %(u(ﬂ),v(et))

a) Opgao 2:

Aplicando diretamente o resultado obtido em (2) e supondo que f é fungao das varidveis
uew,ie f= f(u,v), temos que

W) = 2, ey + ), o) ey
= 20 0(1?) L () 0(e) + € () D ulr?), ofe')
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Exemplo 8.2.6: Seja

f:R? — R
(z,y) —  flz,y)
uma funcio de classe C' em R?, tal que f(1,2) = —2, ?(1,2) =3e gf(l 2) = 4.
T

Suponha que a curva C, imagem da funcao v(t) = (¢2,3t — 1, 2(¢)), t € R, esté contida
no grafico de f.

a) Determine z(t).
b) Determine a equagio da reta tangente a curva C' no ponto y(1).

Solugao:

a) Sabemos que o grafico de f é o conjunto dado por Gr(f) = {(x,y, f(z,y)) €
R3 | (z,y) € R*}. Em outras palavras, o grafico de f é o conjunto de pontos em
R3 que obedece a equagao z = f(x,y), (r,y) € R% Além disso, a imagem de 7 é o
conjunto dado por I'm(y) = {(t?,3t — 1, 2(t))) € R3 | t € R}. Desta forma, como, por
hipétese, a imagem de 7 est4 contida no gréfico de f para todo ¢, quando z(t) = 2,
y(t) = 3t — 1, devemos ter z(t) = f(z(t),y(t)) = f(t*,3t — 1), t € R.

b) J& vimos que a equagao da reta tangente a curva C' no ponto y(1) é dada por
(,5,2) =1(1) + 37" (1), A€R.

Observe que v(1) = (1,2, 2(1)) = (1,2, f(1,2)) = (1,2, —2) e que 7 '(t) = (2¢, 3, 2'(t)),
de modo que 7 (1) = (2,3,2/(1)). Devemos portanto, determinar z’(t) para achar a
equacao pedida. Para isto, vamos introduzir a fungao vetorial g(t) = (t?,3t — 1), de
modo que z(t) = f(g(t)) = f(t?,3t—1). Como f é uma fungao de classe C'!, temos que
f ¢ diferenciavel. Além disso, a fungao vetorial g também diferencidavel, uma vez que
suas fungoes coordenadas sao diferenciaveis. Desta forma, podemos aplicar a regra da
cadeia. Portanto, temos que

W(t) = Vf(g(t) g'@).
Sendo assim, como V f(z,y) = ( %(m,y) , g—g(af;,y) ) , temos que
Vi(gt) =Vt 3t—1)= ( g—i(ﬁ,i’)t— 1), g—g(tQ,St— 1) ) :
Além disso, como g(t) = (t?,3t — 1), segue que
g'ty=(2t, 3),
de modo que,
W(t) = Vf(g(t)-g'(t)
= ( ?(ﬁ,?,t—l) , g—g(tQ,i’)t—l) ) (2t, 3)

_ 9y 0 gy O 2 9y
= 2 G (3= 1) 35 (3 1)
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Alternativamente, para determinar z’, podemos aplicar diretamente o resultado obtido
em (2). Desta forma, temos que

/ of o o, Of o /
= - - — )3t —1
2'(t) 8x(t 3t — 1) (%) + ay(t 3t —1)(3t — 1)
_ g Of 12 gy _
= 2t ax(t ,3t—1)+3 ay(t 3t —1),
o que leva a
iy o0f of
J(1) = 26x<1’2)+3_ay(1’2)'

Substituindo entao os valores dados na equacao acima, ficamos com

(1) = 23+434=18

Temos portanto, que
7'(1) =(2,3,2/(1)) = (2,3, 18).
Sendo assim, a equagao da reta tangente a curva C' no ponto (1) = (1,2, —2) é dada

por
(x,y,2) = (1,2,—2) + \(2,3,18), A eR.

Exemplo 8.3.7: Seja f uma fungao de classe C! e defina a fungao g como g(x) =
f(z, f(x,x)). Determine ¢'(z).

Solugao: Vamos introduzir a fungao vetorial h(z) = (z, f(z, z)), de modo que g(x) =
f(h(z)) = f(x, f(z,z)). Como f é uma fungao de classe C!, temos que f é uma
funcao diferenciavel. Além disso, a funcao vetorial h também diferenciavel, uma vez
que suas fungoes coordenadas sao diferencidaveis. Desta forma, podemos aplicar a regra
da cadeia. Portanto, temos que

g(x) = Vf(h)-h'(@).

Vamos supor que f é fungao das varidveis = e y. Sendo assim, como Vf(z,y) =

( %(m,y) , g—“;(x,y) ) , temos que

V) = Ve S0 = (o soa) o L ).

Além disso, como h(x) = (z, f(z,x)), segue que
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d
Para calcular d—(f(x,x)), vamos definir a fungao ¢;(x) = f(x,z) e a fungao vetorial
T

hi(z) = (z,z), de modo que gi(z) = f(hi(z)) = f(z,x) e repetir o processo. Sendo
assim, temos que

4 (f@m) = gix) = Vi) ()

" — (%(m,x), %(x,x))'(lvl)

9, 0
= 8£(3¢ z)+ 8—5(37,:6)

Desta forma, segue que
e = (1L )
0 0
- (1 Lo+ Lo ).

Tendo determinado & ’ , vamos voltar a calcular ¢'.
g(x) = V@) h')
0 0 0 0
- (peswa) . Fesen ) (1 e+ Pen )

of of of

" Ox
of
= sty + g st (G + Fwan).

Alternativamente, para determinar ¢’, podemos aplicar diretamente o resultado obtido
em (2). Vamos supor que [ é fungao das varidveis x e y. Desta forma, temos que

J@) = S faa)@) + G e s 0) (7))
of

of d
- %(x,f(x,x))(l)—i—a—y(x, (,2)) = (f(z, ).

Para calcular d—( f(z,z)), vamos aplicar (2) novamente e repetir o processo. Desta
T
forma, segue que

—(flaa) =

Portanto, temos que



Cdlculo 2B - Notas de Aula (em construgdo) - Prof® Denise 2018-2169

Q©

Exemplo 8.3.8: Seja f : R? — R uma funcao de classe C? e seja g a funcio definida
como ¢(t) = tQa—(tQ, t3). Expresse ¢'(t) em fungao das derivadas parciais de f.
x

Solugao: Como estamos diante do produto de duas func¢oes que dependem de ¢, vamos
aplicar em primeiro lugar a regra da derivada do produto. Neste caso, temos que

gf(t2 t3)+t2dt (gf( b )).

0
( 8f (12, t3)>. Para isto,vamos introduzir a funcao

vetorial g(t) = (¢2,¢%) e a fungao F =

git) = 2t

Temos assim que determinar —

dt
——, de modo que h(t) = F(g(t)) = of —(t%,13).
ox’ 5 Ox

Como f é uma funcao de classe C?, temos que F' = of ¢ uma funcao de classe C*' e

x

portanto, diferencidvel. Além disso, a fungao vetorial g também diferenciavel, uma vez
que suas funcgoes coordenadas sao diferenciaveis. Desta forma, podemos aplicar a regra
da cadeia. Portanto, temos que

W(t) = VF(g(t)-3'(t).
Sendo assim, como VF(z,y) = ( (?)—F(x, Y) Z—f(x,y) ) , temos que
x y

VE(g(t)) = VF(* %) = < g—i(ﬁ,t?’) ; gi(ﬁ £3) )

(@) GE)en)

_ (S es Pf o 3
Além disso, como g(t) = (t2,13), segue que

gl =(2t, 3),

de modo que,
W(t) = VF(g(t)-g'(t)
= <af(t2t3) : af(t2t3))-(2t, 3t%)

Ox? dyo
92
_ f o3 2 Pf o s
= 2t8 5 (15,17) + 3t ayax(t ).
Desta forma, segue que
of

git) = 2t

%(tz,t?’)thQ <2ta2—f(t2,t3)+3t2 i —(#?, t3))

0x? Jyox
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af
Oz

resultado obtido em (2). Desta forma, temos que

dt (gf( ! )) - ((% (%)) (#,)() + <a% <g—£)> (2,8 (%)

Alternativamente, para determinar 7 < (12, t3)>, podemos aplicar diretamente o

2 2
_ f 2 43 2 af 2 43
_215—8 (tt)+3taa(tt)
Desta forma, segue que
/ _ af 2 43 2 a2f 2 43 2 af 2 43
gt) = 2tax(t,t)+t 2t 82(t t°) + 3t 6y6m(t 1)

Exemplo 8.3.9: Seja f uma fungao de classe C? e defina a fungiao g como g(t) =
f(3t,e"). Determine g”(t).

Solugao: Primeiro vamos calcular ¢/(t). Como f é uma fungao de classe C?, temos
que f é diferencidvel (pois f é de classe C'). Além disso, definindo a fungio vetorial
h como h(t) = (3t,€'), temos que h também ¢ diferencidvel, uma vez que suas fungoes
coordenadas sao diferenciaveis. Desta forma, podemos aplicar a regra da cadeia. Como
j& estamos bem experientes, vamos aplicar diretamente o resultado obtido em (2).
Supondo que f é funcao das variaveis x e y, temos que

of of

g(t) = a—(3t,et)(3t)’+8—(3t76t)(6t)’
= 3§_f(3t N+ ta}};(?’t eh).

Derivando mais uma vez a fungao g, temos que

J't) = 3% (gf(?)t )) +eta—f(3t e') + t% (%(31&,&)) :

af o
Como f é uma funcao de classe C?, temos que —f e —f sao funcoes de classe C* e, por-

or 0Oy

tanto, diferencidveis. Desta forma, podemos aplicar novamente a regra da cadeia para

ambas as derivadas. Calculando separadamente 4 <g—f(3t,et)) ¢ = (af(?)t e ))
x

dt 5
temos que
dt (gf(?’t )> - (ax (gf>)(3t >(3t)’+(§ (?))(3@&)(&)'
3 5 ey vt 2L e
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£ (3m0) = (3w (3 () o

o 82f t t t
= Baxay(?)t’e )+e —=(3t,¢e).

Segue portanto que

" _ L, d (of 10f t 14 (OF t
g'it) = 3dt (8 (3t,e )>+eay(3t,e)+ ; 0y(3t’ )
92 2 2 92
_ f : Of i OF oy oy i (2 OF o f
= 3(382(3t6)+ 8y8:c(3t’e) +eay(3t,e)+e Baxay(gt’e>+682(3t6) )
2 2
Como f ¢é de classe C?, temos que o7 = oJ . Desta forma, segue que
oxdy  Oyox
") = 9ﬁ(3t ") + 6e! O (3t,e') +e —f(3t B 4 e 2f(3t e
I 92 Byoz By EICARAES



